Rozwigzania zadan I etapu
Olimpiady Matematycznej Gimnazjalistow

1. Zauwazmy, ze

3-vV8=2-2V1-24+1=(V2-1)%,
—V24=3-2v2.3+2=(V3-V2),
7T—V48=3—-2V3-44+4=(2—V3)%
Stad mamy
V3 VB V5— v+ \T- VIS = (Va-1)+ (V3—V2)+ (2= V3) = 1.

2. Niech S bedzie punktem przeciecia przek@tnych czworokata ABC'D spelniajacego zatozenia za-
dania. Oznaczmy

a=|SA|, b=1|SB], c=18C|, d=|SD|.
Wiadomo, ze w czworokat ABC' D mozna wpisa¢ okrag, wiec
|AB|+|CD|=|BC|+|AD|.

Na mocy twierdzenia Pitagorasa |AB|=/|SA|?+ |SB|?; analogicznie mozna przedstawi¢ dtugosci
pozostatych bokéw czworokata. Zatem réwno$é powyzsza mozna zapisaé¢ nastepujaco:
Va2 + 02 +VAE+d =V + 2 +Va?+d2.
Podnoszac obie strony réwnania do kwadratu i dalej przeksztatcajac:
a2+b2+c2+d2+2\/ a2 +b2)(2 +d?) :a2—|—b2+02+d2+2\/(b2+c2)(a2+d2),
(a®+b*)(?+d*) = (B*+*)(a® +d?),
A2+ PP+ VAV =P+ A VP AdP
A +b*c? —a’*h? —Ad* =0,
(a®>=c*)(b*—d*) =0.
Zatem a® =c? lub b?> =d?, czyli a=c badz b=d, a to wlaénie oznacza, ze jedna z przekatnych
dzieli druga na potowy.

3. Rozwazmy koto o promieniu 10 i dowolnie wybrane w nim 99 punktow. Zbiér wszystkich punktéw
odlegtych o co najwyzej 1 od ktéregokolwiek z wybranych punktéw jest sumg kot o srodkach
w wybranych punktach i promieniu 1. Kazde takie kolo ma pole réwne 7, wiec ich suma ma
pole nie wieksze niz 997 (gdyz pole sumy dowolnych figur jest nie wieksze niz suma ich podl).
A poniewaz wyjéciowe koto ma pole 1007, to istnieja wewnatrz niego punkty nie nalezace do

opisanego zbioru, a zatem odlegte o wiecej niz 1 od kazdego sposroéd 99 wybranych punktow.
4. Dodajmy stronami wszystkie trzy rownania uktadu. Otrzymujemy

5022 4 18y> +82% = 12yz + 202 + 30zy,

€O po przegrupowaniu wyrazow jest rownowazne
(252% — 302y + 9y°) + (2522 — 2022 +42%) + (9y* — 12yz +422) =0,
(57 —3y)? + (5x — 22)* + (3y — 22)* =0.
Zatem jesli (x,vy, z) jest rozwiazaniem zadanego uktadu réwnan, to 5x =3y =2z, czyli dla pewnego

rzeczywistego a zachodzi
T = 6a, y=10a, z=15a.

Musimy jeszcze sprawdzié, czy ta trojka liczb jest rozwigzaniem danego ukltadu. Podstawiajac
te wartosci do wyjéciowych réwnan otrzymujemy tozsamodci, wiec powyzsze wzory dla kazdego
a € R okreslajag poprawne rozwigzania zadanego uktadu.
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Tak, jest to mozliwe.
Ogrodnik moze umiesci¢ w pierwszym koszu 1 jabtko, w drugim 2 jabtka, w trzecim 3 jabika, itd.,
w trzynastym 13 jabtek, w czternastym 14 jabtek, a w ostatnim koszu 16 jabtek. Istotnie

1
(14243 +...+14) +16 = (14-15) +16 =105+ 16 = 121.

Tak, mozemy.

Zwrbéémy uwage, ze jesli mamy n monet o ktorych wiemy, ze wazg tacznie W gramoéw, to wiemy
doktadnie, ile spos$réd nich jest prawdziwych, a ile falszywych. Istotnie, oznaczajac przez p liczbe
monet prawdziwych, a przez f falszywych mamy:

p+f=n,
10p+9f=W.

Ten uktad rownan ma zawsze jednoznaczne rozwigzanie:
p=W —9n, f=10n—-W.

Wiemy wiec, ze mamy do czynienia z sytuacja, w ktérej doktadnie 3 monety sg prawdziwe.
Oznaczmy posiadane monety literami A, B,C, D, E. W pierwszym wazeniu kltadziemy na wadze
monety A i B. Rozwazmy trzy przypadki:

— Obie monety A, B sa falszywe. Wtedy wszystkie monety C, D, E musza by¢ prawdziwe (gdyz
wiemy ze posiadamy lacznie tylko dwie fatszywe monety).

— Obie monety A, B sa prawdziwe. Wtedy doktadnie jedna z monet C,D,E jest prawdziwa.
Mozemy wykona¢ dwa wazenia, w kazdym wazac jedna z monet C'i D. Wtedy albo ktoras
okaze sie prawdziwa, albo obie okaza sie falszywe (i bedziemy wiedzieé, ze to E jest prawdziwa).

— Doktadnie jedna z monet A, B jest prawdziwa. Wtedy doktadnie jedna z monet C, D, E jest
falszywa. Wazymy wiec teraz A i C' tacznie. Znéw musimy rozwazy¢ trzy przypadki:

— Obie monety A,C sa prawdziwe. Wtedy wiadomo, ze falszywe sg monety: B i doktadnie
jedna sposrod D, E (jedno wazenie pozwoli z tatwoscia stwierdzi¢, ktora).

— Obie monety A,C sa fatszywe. Wtedy wszystkie monety B, D, FE sa prawdziwe.

— Doktadnie jedna z monet A,C jest prawdziwa. Jesli bytaby to A, to B i C' musiatyby
by¢ falszywe, zas D i E prawdziwe. Jesli bytaby to C, to A bytaby falszywa, wiec B
prawdziwa. Podsumowujac, w tym przypadku zestawem prawdziwych monet jest jeden
z nastepujacych (A, D, F), (B,C,D), (B,C,E). Zwazenie tacznie monet A i D wystarczy
do stwierdzenia, ktora z tych sytuacji ma miejsce.

Skoro |BA|=|BC|=|BD], to punkt B jest srodkiem okregu opisanego na trojkacie ADC'. Ponie-

waz zas B lezy na odcinku AC', to odcinek ten jest srednicg rozwazanego okregu. Kat ADC jako

kat wpisany oparty na srednicy, jest wiec prosty. Dlugo$é odcinka C'D mozna wiec wyznaczy¢

z twierdzenia Pitagorasa:

(CD|=\/|AC|2 ~|AD[? = v/382 ~ 16 = y/1156 — 256 = v/900 = 30.




